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Modelovanie — motivacia (naco?)

Ak chceme Studovat’ a poznat’ chovanie realneho
mechatronického systéemu potrebujeme jeho model

Ciel’ modelovania: nahrada skuimaného systému jeho
modelom, teda systémom, ktory aproximuje jeho chovanie

Model urcitého systému alebo objektu vyjadruje a zahfna
jeho charakteristické, podstatné viastnosti

Matematicky model - taky abstrakthy model skimaného
systému, ktory na opis chovania sa systému vyuziva
matematicke relacie a vzt'ahy.

Vyuzitie matematickych modelov: pri skumani viastnosti
systémov, navrhu ich riadenia a simulaciu ich chovania,
v prirodnych vedach, inzinierskej priemyselnej praxi,
mechanike, elektrotechnike, riadeni procesov, ale aj
v socialnych vedach, ekonomike, sociologii a pod.
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Simulacia

tymto modelom za uacelom dosiahnutia lepsSieho
pochopenia chovania a ¢innosti skimaného systému a za
ucelom posudenia roznych variantov cinnosti systému.

skiumany pomocou simulacného modelu.

12
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Modelovanie dynamického systemu

Modely (ako modelujeme):.

- matematicke (analytické, numericke)
- fyzikalne

Modely (co modelujeme):

xxxxxxxxxx

- vazieb (tabulka, matica, graf)
- relevantnych procesov a javov (rozhodovacie procesy,...)

Pri modelovani su dve zakladnée protichodnée tendencie:
maximalna presnost Co najjednoduchsi opis
. < . v y ’ 3 . )
kvalita riesitelnost, spolahlivost

? Ako najst’ vhodny kompromis?



Zasady tvorby modelu (dynamického) systému

1. Jasne definovany ucel vytvarania modelu — CIEL.
. Musi byt definovaneé rozhranie medzi systémom a okolim.
. Musi byt definovany strukturalny vztah medzi jednotlivymi

w N

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

. Musia byt definované premenné - z fyzikalnej podstaty syst.

. Treba najst vztahy (rovnice), opisujuce fyzikalne chovanie

komponentov systemu (elementarne rovnice).

6. Elementarne rovnice komponentov (podsystémov) systemu
treba dat do suvislosti prostrednictvom fyzikalnych principov
kontinuity, kompatibility — Newtonove zak., Kirchhoffove zak.,...

7. Ziskané rovnice treba upravit, zjednodusit’, aby sme ziskali
konecny (vysledny) matematicky model.

8. Skuska validity modelu — porovnanie vilastnosti

realneho systemu a jeho matematického opisu.
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e Dynamicky systém

vstupy vystupy

S—

* Modelovanie:
matematicka (resp. fyzikalna, pocitacova...) reprezentacia
spravania sa dynamického systemu (opis vztahmi vstup-
vystup)

,plack box“, ,,grey box", ,,white box*

* Riadenie DS :

ciefavedoma cinnost’ — také posobenie na vstupné veli€iny
systému, aby sme dosiahli ziadané chovanie sa systému (jeho
vystupnych velicin)




Dynamicky systéem

Dynamicky systém — opis, model

porucha
v

vstupy

vystupy

>

Vstupy: premenné, ktoré priamo ovplyvnuju pochody v
modelovanom a riadenom procese a ktorymi mézeme
proces cielene ovplyvnhovat’ (riadit)

Poruchy: premenné - vstupy do procesu, ktoré
ovplyvnuju pochody v procese, ale my ich nevieme
cielene ovplyvnit’

Vystupy: premenné, ktoré mézeme priamo merat’ a
ktorych chovanie je vysledkom poésobenia zmien
vstupov (riadiacich vstupov) a poruch







Otacky
jednosmerneho
motora
R 1(t)
O— —>
\V/stup: lu(t) ue(t)l D Vystup:
oy _of(t -
napatie ~5~ T otacky
RLC obvod
1(t) R L(t)=0
U?‘u:(t) u.i"'_ L}" O




Modelovanie dynamického systéemu
(aky model?)

 Dynamicky system (DS)<protiklad je staticky system:
systém, v ktorom sledujeme chovanie v zavislosti od casu

uuuuuuuuu
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Staticky a dynamicky model DS - priklad

Nadrz: vstup=prietok Q,— | DS |— vystup=hladina h

vstup (Cislo) — vystup (Cislo)
O —h

(prechodova funkcia, jej graf je prechodova charakteristika)

dh
S—=0 —uS, \/2gh
/’;y df Q] JL 0 g

vstup (funkcia ¢asu) — vystup (funkcia ¢asu)
Prechodova funkcia je casovy priebeh odozvy systéemu na skokovu
zmenu vstupnej hodnoty (graf zobrazenie = prechodova
charakteristika).
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Modelovanie dynamického systemu
(staticky a dynamicky model)

 Dynamicky system (DS)<—modelovanie v ustalenom stave
(statickom rezime) aj v prechodnom (dynamickom) rezime

Ustaleny stav — staticky model, vztah vstup—vystup:
(nelinearna) algebraicka rovnica

(prevodova charakteristika)
(vstupny prietok — vyska hladiny)

(nelinearna) diferencialna rovnica

(prechodova char., frekvencéna char.)

(zmena vstupného prietoku — priebeh zmeny vysky hladiny)
(prechod medzi ustalenymi stavmi)




- Dynamicky system (DS)(« protiklad je staticky systém):
systém, v ktorom sledujeme chovanie v zavislosti od ¢asu

Ustaleny stav: vztah vstup—vystup:
(nelinearna) (algebraicka) rovnica
prevodova charakteristika
(napr.: vstupny prietok — vyska hladiny)

Prechodovy dej: vztah vstup—vystup:
(nelinearna) diferencialna rovnica
(prechodova char., frekvencna char.)

(napr.: zmena vstupného prietoku — priebeh zmeny vysky hladiny)
(napr.: prechod medzi ustalenymi stavmi)

Linearny dynamicky system (LDS):
linearna diferencialna rovnica

N
()




Dynamicky system — opis, model

porucha

vstupy : vgstu py

>

Vstupy: premenné, ktoré priamo ovplyviuju pochody v
modelovanom a riadenom procese a ktorymi mézeme
proces cielene ovplyviiovat (riadit)

Poruchy: premenné - vstupy do procesu, ktoré ovplyvriuju
pochody v procese, ale my ich nevieme cielene ovplyvnit

Vystupy: premenné, ktoré mézeme priamo merat a ktorych
chovanie je vysledkom pésobenia zmien vstupov (riadiacich
vstupov) a poruch

Vnutorné premenne: premenné, ktoré reprezentuju
chovanie sa procesu vo vnutri systému (stavove premenne)
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Nadrz: vstup=prietok Q,— - — vystup=hladina h

ustaleneé stavy: prevodova char.
vstup (Cislo) — vystup (Cislo)

Prevodova charakteristika je zavislost vystupu od vstupu v ustalenom

stave. \
voldme ju tiez staticka charakteristika

~dh
5 1 = O, — uSyy2gh

prechodovy dej:
vstup (funkcia casu, napr. konstanta) — vystup (funkcia

casu)
Prechodova charakteristika je casovy priebeh odozvy systéemu na
skokovu zmenu vstupne) hodnoty.




- Priklad DS2: system pruzina - timic

AT
analogie systemu pruzina — timic: napr. timic
kolesa (aj aktivne timenie)

N
[
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Pruzina - model

////// ak deformac¢nou silou natiahneme
~

pruzinu o vzdialenost’ Ay, bude na nu

s 2 -0 oo
; > posobit’ navratova sila v opachom
""""" % 4 smere
J" I FI'IE]‘I.ITﬂT v e .
R SURUUTE. U I — F,; deformacna sila [N]
Foor L L v prediZenie pruziny [m]
v k tuhost pruziny [Nm]
Timic - model ak pri kmitani telesa pésobi

mechanicky odpor, timenie moze byt
matematicky modelovane ako sila
synchrénna s rychlost’ou telesa, ale

pOsobiaca opacnym smerom
d

= —CV =—C — —.;:'J,’
dt

F

thm




F=m,.g vaha vodi¢a
Fo=-k.y reakcia pruziny
Fo_oX reakcia timi¢a
) dt
dy -
F,=—m -3 zotrvacny odpor
Fi+F,+F,+F=0

m, =20 kg, m, = 80 kg
g=10 m/s? m.y’+c.y+k.y=F

k=8 .10° N/m
c¢=24.10° Ns/m

100.y” +2400.y’+8000.y=F
F=m,.2g=80.10=800N Ustaleny stav:

m=m, +m,=20+80 =100 ke 8000.y=F
Riesenie DR??

)
i
({n]



 Model dynamického systému (matematicky):
diferencialna rovnica — riesenie ?!

Obycajna diferencialna rovnica (DR) n-tého radu

(nadrz: 1.radu s _ o _ 5 [2g|)

dt
vSeobecnhe:
X" () = f[t,x(t),%(t),..,x" " (t)]| (explicitny tvar)
F[t,x(t),%(t),...x"()]=0  (implicitny tvar)

Riesenie DR
- vSeobecneé y=x(rc,,....c,)
- partikularne

Riesenim DR je funkcia !!
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Okrajova uloha — na uréenie n konétant (c.--..¢,)
‘je danych n okrajovych podmienok

Cauchyho uloha - na uréenie n konétant (¢,---.¢,)
je danych n pociato¢nych podmienok:
X(t)=x,  x(ty) =Xy, ., " (1)) =)
- dosadime ich do pravych stran vseobecneho riesenia

a Jeho derivacii — partikularne riesenie (t). konkréetne
hodnoty c,,...,C,).

Riesenie nelinearnej DR: analyticky len Specialne pripady;
numericky — napr. metody Runge Kutta (Matlab: ode45)




Linearna diferencialna rovnica (LDR)

7 n—1 .
x + p, (r)x( ) +..+p (Ox+p,x=q()

q(t)=0 LDR bez pravej strany
g(t)#0 LDR s pravou stranou

Fundamentalny systéem - n linearne nezavislych
rieSeni DR bez pravej strany (fundamentalne riesenia)

Riesenie LDR s pravou stranou:

1. rieSime LDR bez pravej strany
(fundamentalne riesenia)
2. najdeme l'ubovol’né partikularne riesenie

Vysledné riesenie: sucet vysledkov z bodov 1 a 2




Linearna DR (LDR) s konstantnymi koeficientami

X +ax" P +a,x"P +  +a, x+a,x=q(t)

n—1-

a. €R; a =konst. pre i=1,...n
dAh
néd rz Sd— +cAh = QQI
' t

pruzina-timic: (100 .y + 2400 .y’ + 8000 .y = F

Analytické riesenie LDR s konstantnymi koeficientami:

1. fundamentalne riesenia (linearne nezavislé)-
pomocou charakteristickej rovnice

2. pre niektoré $pecialne typy pravej strany|¢(?)

pozname vseobecny tvar partikularneho riesenia,
dour¢ime konstanty




Dolezita poznamka k rieseniu linearnej DR:

Pri rieseni DR bez pravej strany sa vyuziva

Linearita: - princip superpozicie
- homogenita (hasobenie konstantou)

teda ...

(Zarucena Je existencia a jednoznacnost rieseni...)



1. HPadanie fundamentalnych rieseni z charakteristickej
rovnice (ChR)

n—2

-1
s'+as"T +a,s

——

tota, s+ad, = 0

charakteristicky polyndm — ma vzdy n korenov (riesenia ChR)

a) ChR ma n navzajom réznych rie$eni s;» 1 =L...n
fundamentalne riesenia (maody) su: e o o

b) pre k-nasobny korefi ChR bude k linearne nezavislych
reseni: ' re™, 1" e

Cc) pre dvojicu komplexne zdruzenych korenov ChR:

Sip=aEiff—— o “FI — o (cos St +isin ff) | Eulerov vztah

—> |e“(c'cos [t +¢''sin [t)




2. HPadanie partikularneho riesenia v (¢)

pre Specialny typ pravej strany |(q¢(7) =¢“P, (1)

W (t) = rkemQ” (1)

K Je nasobnost’ korena v ChR)

w (1) musi splnat vyhovovat DR — dosadime ho teda do DR
a pouzitim metody neurcitych koeficientov urécime Koeficienty
polyndmu Q_(t):

ON)=At"+A " +...+ A"+ At + 4,




Pojem transformacie

- Transformacia: (matematicka) konverzia
problemu z jednej oblasti do inej tak, aby sa
rieSenie problemu ulahcilo
(u nas: dif. rovnica — algebraicka rovnica)

povodny rieSenie

problém e rieSenie e S pévodného
' transfor- ransformacia
movaneho

problému
problému

» Priklady transformacii:
- Laplaceova transformacia (integralna)
» Fourierova
- z-transformacia
- wavelets (vinkova transformacia)




Laplaceova transformacia - definicia

LUf(1)]=F(s)=| f(0)edr

problem v casovej riesenie v casovej
oblasti: oblasti:
diferencialna rovnica funkcia (casu)

|

Pre aké funkcie je definovana Laplaceova transf..
1. A =0 pre <0, f(r)je po castiach spojita

2. existuju konstanty M >0,a>0 také ze |f(1)<Me”

C v . Inverzna
Laplaceoval | riesenie 1. ... cova
ransformacia - ' -
Vv s-oblasti ransformaciz




Laplaceova transformacia - pouzitie o

v - . . ~ Cie =\ ok ™

¢asova oblast @c,b,ém) < Cief=vysledok
linearna - rieSenie LDR:

diferencialnal= 1 funkcia casu
rovnica + PP

Laplaceova Inverzna

transformacia

algebraicka| algebra Laplaceov
rovnica obraz riesenia

Laplaceova oblast’ = frekvencha oblast’ (komplexné cisla)



Komplexné Cisla — komplexna rovina

Imaginarna os (i)

Komplexnelzdruiené ¢islo K u

Goniometricky tvar
komplexného cisla:

U= X +y COSCD+15112(D)




Zakladné viastnosti Laplaceovej transformacie |

Linearita — princip f Nz o F s
superpozicie [alf(-)+a1f(.)] a b (s)+a,F,(s)

Obraz derivacie L_if(f)} = sF(s)- f(0+)
¥ 1 F(s)

Obraz integralu L [ /(r)dr |=

Posunutiev ¢ase L[f(r—t,)]=e""F(s)

S

Konvolucia L Iﬁ(f—f)fz(f)df = F(s)F,(s)

==

Y

konvolutorny sucin funkcii £,(7) , f5(7)




Laplaceova transformacia

zakladnych typov signalov (funkcii) |

(uvazujeme signaly, kde: A7) =0 pre 7<0)

f(t) Slgnél

: jednotkovy skok:
t

£(t)

1(7)

K(t-t,)

Laplaceov obraz
1

5

}::.E_Hﬂ

| I_k skok v ¢ase t,:
t,

exponencialna funkcia:




Laplaceova transformacia
zakladnych typov signalov (funkcii) I

rampa: ¢

sin(t)

cos(t)

e sin ot

—il

e ' cos ot




Laplaceova transformacia zakladnych typov
signalov — Diracov impulz

Diracov impulz (nie je funkcia, ale vieme s nim narabat’) —
vyhodny nastroj pre opis a riesenie dynamiky systémov.
Je to impulz ,nekonecne vysoky a nekonecne uzky“, s
jednotkovou plochou (limitny pripad impulzu...)

o[ D P t=0 5(t) je derivaciou
¢ (f)—{ ‘ — jednotkoveho skoku

0 prer=0
Zakladné vlastnosti J"” S(t)dt =1
Diracovho impulzu, —*
s ktorymi sa pracuje " S(t—1,)f(t)dt = [(t,)

Laplaceov obraz: &) —— |1

pPOZri:
http://controls.engin.umich.edu/wiki/index.php/Dirac_delta_%28impulse%29_function




F=m,.g vaha vodi¢a
Fo=-k.y reakcia pruziny
Fo_oX reakcia timi¢a
) dt
dy -
F,=—m -3 zotrvacny odpor
Fi+F,+F,+F=0

m, =20 kg, m, = 80 kg
g=10 m/s? m.y’+c.y+k.y=F

k=8 .10° N/m
c¢=24.10° Ns/m

100.y” +2400.y’+8000.y=F
F=m,.2g=80.10=800N Ustaleny stav:

m=m, +m,=20+80 =100 ke 8000.y=F
Riesenie DR??

)
i
({n]



LDR a jej riesenie — priklad 1

100 . y” + 2400 .y’ + 8000 .y =800 (sedatka)

t.).:
y’'+24y'+80)=8 obraz vstupu

4 (\_\,
[EZY(S) — 5 y(0) -y’(O)i + 24 [s¥(s) —y(D)j + 80Y(s) = 8

S

s°+24s+80  s(s” +24s+80)

/ y'(0)=0

Y(s)= pre y(0)=0

Obraz riesenia

Ako najst’ k obrazu vzor — casovu funkciu y(@) ??




Inverzna Laplaceova transformacia ‘

Laplaceov [ vzor: funkcia casu y(7)
obraz Y(s) y) =L {Y(S)E}; = riesenie LDR

‘Ako? - Rozklad na parcialne zlomky \

8 A, B . C Treba urcit’
s(s?+245+80) s (s+20) (s+4) A4, B, C

Y(s)=

A(s+20)(s+4)+Bs(s+4)+Cs(s+20) =8
s=0:A4(s+20)(s+4)=8 —>4=0.1
s=—20:Bs(s+4)=8 >B=0.025
s=—4:Cs(s+20)=8—> C=-0.125

Pripad, ked CHP ma jednoduche realne korene




Inverzna Laplaceova transformacia — priklad 1

8 0.1 0.025 0.125

mame: Y(s)=— Shabit _
s(s*+24s+80) s (s+20) (s+4)

Riesenie odcitame z — -
tabulky: v()=0.1+0.025¢ = —-0.125¢

0.1
Zmena polohy sedacky , .|

0.06¢

0.04¢

0.02¢




MATLAB: Rozklad na parcialne zlomky

help: [R,P.K]=RESIDUE(B.A)

B(s) R(1) R(2) R(n)
e = e H e ++ e+ K(s)  pre jednoduché pély
A(s) s-P() s-P(2) s - P(n)
RG)  R(+1) R(j+m-1)
e e A e pre m-nasobny pél
s-P(j) (s-P({jN"2 (s - P())"m
>>[r,p,k]=residue(8,[1 24 80 0]) 8 _
r= (s° -
2.5000e-002 $(s7 + 245 +30)
-1.2500e-001 0.1 0.025 0.125
_ =—+ -
p1=.DODDe 001 s (5+20) (s+4)
20
4
0
k =
1




MATLAB: Laplaceova a inverzna L transformacia

>>symstsaom % definicia symbolickych premennych

>> |aplace(exp(-a*t)*sin(om™t))
dans =
om/((a + s)"2 + om”2)

>> |aplace(exp(-a*t)*cos(om™))
dans =
(a+s)((a+s)'2+om”2)

>> jlaplace(8/s/(s"2+12*s+80)) % inverzna Laplaceova transf

ans =
1/10 - (cos(2*118(1/2)*t) + (3*117(1/2)*sin(2*118(1/2)*t))/11)/(10*exp(6*t))

>> y=vpa(ans,4) % vycislenie a vypis na 4 platne cifry

y p—
0.1-(0.1*(cos(6.633*)+0.9045*sin(6.633*t)))/exp(6.0*)




‘ Inverzna Laplaceova transformacia — priklad 2

Pripad, ked’ CHP ma komplexne zdruzeneé korene:

Sedacka s inym parametrom timenia:
y’+12y’+80y=8
[s*¥(s) — s ¥(0) - »'(0)] + 12 [s¥(s) — »(0) ] + 8OX(s) =
8 _ A N Bs+C
s(s”+125+80) s §2 —I—l%S—I—SQ
komplexné korene:
A(s* +125+80)+ Bs”* +Cs =8
s 804=8 — 4=0.1
s':1244+4C=0—>C=-124=-12
s’ 4+B=0—>B=-4=-0.1

| GO

Y(s)=

-6.0000 + 6.6332i
-6.0000 -6.6332




8 01 0ds+1.2

}?(5): 5 . — 5 .
s(s”+12s+80) s s +1254+80
0.1s+1.2 | treba upravit' na @ | s+a
2 tabulkovy tvar: 2 2| TESP-- 2 2
s° +125 + 80 wiar. \(s+a) +a@ (s+a) +a@
0.ls+1.2 s+12 | s+06 | 6
) :0]- > :01 - +01 A —

sT +12s+80 (s+6)" +44 (s+6)" +44 (s+6) +44

;’"'31"6“'*} 0.1%6 { /44

- w . :0].: i+ —— i 3 :

Riesenie (s +6)" +44l 44 i(5+6)7 + 4]
odéitame P x_________::: """"" \_ ______________

z tabulky: (1) =0.1—- 01- cosmmho 0905 m(mm

---------------------------------




.'I

0.
Zmena polohy sedacky 1

0.08

(1) =0.1+0.025¢7" —0.125¢7"

0.06

realne korene CHP: 0.04
aperiodicky priebeh

0.02

U1

Zmena polohy sedacky 2 |-/~

v(#)=0.1-0.1 e cos(-/441)|008
—0.0905 ™" sin(~/44¢) 0.06

komplexné korene CHP: "
kmitavy priebeh 0,02}

0

0
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